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Hoofdstuk ' 1

Differentiaal- en Integraalrekening.

In dit hoofdstuk wordt (dikwijls in de vorm van opgaven) een beknopt

overzicht gegeven van een aantal onderwerpen uit de differentiaal- en

integraalrekening.

De optelling in R.

Betreffende de optelling van reéle getallen veronderstellen we bekend,

Al : a+Db =D + a, (commutativiteit)
A2 : (a+Db) +c=a+ (b+c), (associativiteit)
A3 : F welR: (aeR>»a+w=a),

ALl : VaeR JIEecR : a+ & =w.

Opmerkingen:

* In eerste 1nstantie kan er alleen maar gesproken worden van de som

van twee reele getallen.

* De associatieve wet heeft tot gevolg: als we in een ''eindige som"

8, +a, ta, + ... +a Op twee manieren haaskjes plaatsen zodanig

dat er 1n de ontstane vormen alleen nog maar optellingen van twee
reele getallen voorkomen, dan leveren beilde vormen na ultwerking

hetzelfde resultaat op.

Voorbeeld:
-4 = £ -+ + +
(2, +a,) (a3+au) a, + ((a, a3) a,), )
* Er is precies é&&n getal w met de eigenschap a+w = a voor alle

a € R (bewijs dit).

Voor w schrijven we 1in het vervolg O.

* Bij gegeven a € R is er ook precles één element s met de elgenschap
a+8 = 0 (pewijs dit).

x . o o
Voor a schrijven we 1n het vervolg -a.

* Voor a + (- b) schrijven we voortaan a - D.



Opgaven:

1. at+xXx = aty=» X =y
2 - 0 =20

3. -{-a) = a

L, a # 0= -g # 0.
5. -(a+b) = (-a) -D

*»

De vermenigvuldiging in R.

Betreffende de vermenigvuldiging van reéle getallen veronderstellen we
bekend

M1 : a.b = b.a, (conmutativiteit)

M2 : (a.b).c = a.(b.c),(associativiteit)

M3 : dJoeR, o #0 : (a € R=» a.a = a)

Mi : VaeR,a#032cR: a.d=a.

Opmerkingen:

* Ook voor de vermenigvuldiging geldt dat er in eerste instantie

slechts van het produkt van twee reéle getallen kan worden gesproken.

* Analoog aan de tweede opmerking betreffende de_optelling.

* Ock het getal o is uniek (bewijs dit) en wordt in het vervolg

geschreven als 1.

De els 1 # 0 is opgenomen om te voorkomen dat R wuit slechts é&én

element zou bestaan (Zie opgave T).

% Analoog aan de vierde opmerking betreffende de optelling.

Voor & schri,jven we 1n het vervolg a.w‘l . Waarom het bestaan van

o alleen wordt geeist als a # 0 zal duidelijk worden in de op-

gaven 6 en 7.

* Voor a....‘r:>m1 schrijven we ook wel -E- .
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Het verband tussen optelling en vermenigvuldiging

Het verband tussen de optelling en de vermenigvuldiging wordt gevormd

door de regel

a. (b+c)=1"(a.b)+ (a.c), (distributiviteit).

Opgaven
6 a . x=a .y
%X“—‘y
a # 0
'l a, 0 =0
8 a#0:=>a“1#0
9 171 =
: -1
10 a # 0=>(a ) = g
11 a.b=0=(a=0VDb=20)
12 a ¥ 0 _ 1 _
:};yia.. b) = (a ) . (b ")
b # O

13 -~ (a .b) =(-2a).b=a.(-D)

i a .b=(-2a). (-Db)

Definitlie : a =1, a = a, a = a.a, a~ = a2~ . 8, ...,

B _ _q 2
(a..1 is reeds gedefinieerd), a ° = (a 1) .
_ 41

¢ ¢ 0 o o an"':(& 1) alsne[N.
Opgave:
15 Als m en n gehele getallen zijn dan 1is

m+n _ m n m .1 m.n

a -  a ® a, (8.) = & )

Indien nodig neme men hierbij a # 0.
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geldt precies €én

< b, &a = Db, b < a.

g @

11ng en de optelling.

en de vermenigvuldiging

eet ook wel de ""Trichotomie wet'.

O4 voldoet heet ook wel "tota.

A
1",
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21

22

23
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25

26

27

28

29

32 + b2 > 2ab

a > 0= a"1 > 0

1

2

Als a > 0 dan is a + a 2.

a < Omiia“1 < 0

Als O < a < b dan geldt voor elke n € N

a < b .

Als a > 0, b > 0 en alt < bn voor zekere n € N dan 1s a < b.

Als 0 < g < b dan 1s voor elke n € IN

a-—-n N .b-l'l
1 < < .. <
71 ] a, £ a5 = Za en
O < b K< < L ee < .
] ==b2 = mbn

Toon aan dat dan

f"‘l-l-fmzﬂ-l- +f-]:-1-< ad’) 1) +M+ +M
-b_ -b *» s 0 -b e .b ..b | o & o | _b
1 2 n T 2 n

waarbli] ¢ een permutatié van {1,2,3, ..., n} 1s.

1
In de som S = ) e . (2k-1) is

van € ..., n) alleen bekend dat Is

i
p— §
¥
AV
v

k, (k

(sk is dus +1 of =-1).

Toon aan dat S # O.

|

Aaigll:
L

1
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De modulys. ( = absolute waarde) van een reéel getal

Definitie: 8 als a > O
|a| = 0 als a = 0
-8 als a < 0O
Opgaven:
30 |a] 205 |-a] = [
31 a2z e
32 la + b| < |a] + |b]
33 |a - b| 2 |a] + b
3 Ja+ |z llal - [o]
35 la-%v] 2z [la] - [b]]
36 x| < aed -a < x < a
SN
LRI EPACN
n n
38 la . v| = |a] b| 5 | T &, | = Hlail, (n € N)
k=1 =1
39 Als a # 0 dan is |am1| = |a|"1

40 Als b # 0 dan is I%l =+—:+

Aan de ordenings axioma's voegen we nog toe
05 : ¥YbeR I1nelN :n>h.
In plaats van 05 zegt men ook vaak dat de ordening op R Archimedisch is.

Opgaven: U1. Toon aan dat bij elke a > O en elke b € R een n e I bestaat,
zodanig dat n.a > b.



—T -
L2  (Ongelijkheid van Bernoulli). Als
h > - 1enh # 0 dan geldt voor elk natuurlijk getal n > 2

(1 + h)n > 1 + nh.

L3 ZijJ h > 0. Toon aan dat bij elk: reéel getal a een natuurligk getal
N te vinden 1s zodanig dat

N

)

(1 + h) > a.

LY Toon aan dat

1 n+1

x o — < s em——
(1 = (1] — voor alle n € IN.

+
( 1 +.lgn 1 > (1 +.___-___1_____”‘)n+2

* voor alle n € W.
n n+ 1
I 1 + .
* 2;(1+“I;1‘) < (1+;1__)n < 4 voor alle m, n € N
+ |
* (n + 1)% < " 1 voor n = 3,4,5,

* bl] elke x € R een N € N bestaat zodanig dat

(1 + =)

X )x+1
n

< +
“=(1 n+ 1

voor alle n € N met n > N.

- Toon tevens aan dat N zo bepaald kan worden dat

(1+ 5% < —

S = voor alle n € N met n > N.

1.3 Faculteiten en binomiaal coefficienten

Definitie 0 !

!
o—
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Definitie: (X) 1 voor alle x € R,

(%) x(x=1) ... (x=k+1)

" , (x e Ry k = 1,2,3,...)

Opgaven:

45 Als n en k niet-negatieve gehele getallen zijn zodanig dat k < n,

dan 1s
!
(2) = (%) = ———
= n-k ki(n-k)!
X X \ _ x+1 _ _
b6 (5) + () = (7D, (x e B k =0,1,2, ...)

LT De getallen (E) uit opgave 45 ziJn natuurlijke getallen.

4L8 Toon aan dat het produkt van r(r e IN) opeenvolgende natuurlijke getallen

deelbaar 1s door r !

4O Als a € R, b € R dan is

n-k

Il
K
P = 1 (e T, (n=0,1,2,3, ...) (Newton)

(a + b

Opmerking: Men realisere zich dat hierbij vooral de commutativiteit

van de vermenigvuldiging een belangrijke rol speelt.

50 2% = f ;)
k=0
(n=0,1,2,3, «..)
1)
0= § (-1
k=0

>1 Als p een priemgetal is dan is (112) deelbaar door p zolang 1 < k < p-1.

>2 Als p een priemgetal is dan geldt voor alle a, b € Z dat

(a + b)F - &F - P deelbaar 1s door p.. .

53 Als p priem is en a.

; €L, (i =:1,2,3, ...,n)

Il



-0

54 Z7Zij p priem en a € {1,2,3, ...,p-1}

P '

dan is - 1 deelbaar door p (Fermat).

Toon verder aan dat voor elke x € R en elke n € N de macht xn

geschreven kan worden i1n de gedaante

v + m— + — —— + ﬂt¢+
X Cpq X H e 5 X (x=1) C .3 % (x=1) (x=2)
+ - - 8 o @ -1+
cn’nx(xﬂ(x 2) (x=n+1)
waarbli] ¢ = C = 1 en
N, | n,n
= . <k < n+1).
Ch+1.k = Cnaket T K Ch (2 <k < n+1)

Als p 2 3 en priem 1s dan ziJn de coéefficienten Cp 1
-

deelbaar door p.
Leid vervolgens af dat (n-1)! + 1 dan en slechts dan deelbaar is

door n als n een priemgetal is (stelling van Wilson).

1.4 Rijen en limieten van rijen

Dedefinities van de begrippen ri] en limlet van een ri] staan i1n
ZC T79/71, blz. 20 e.v. h
Opgave 55. Toon aan dat een reéle riJ hoogstens &én limiet heeft.

Gevolg: Als een ri)] £ : =R een limiet a heeft dan kunnen we ook zeggen

dat a de limiet is van de rij f.

Schrijfwijze: lim f(n) = a.

T 0

In dit geval zegt men ook vaak: de rij f convergeert naar a.

Definitie. Een rij f : W - R heet een Cauchy-rij (of fundamentaal rij)

als

ve>03INelN : (mypn > Nes |f(m) - £(n)| < €).
Opgaven

56  Toon aan dat elke convergente rij een Cauchy-ri] is.
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>9

60
6

62

-10-

Toon aan dat elke monotoon niet-dalende, naar boven begrensde ri]
een Cauchy-rij 1s.

Laat rechtstreeks (met behulp van opgave 44) zien dat de ri)

T\n
)

f:N > R met f(n) = (1 + =

—)  een Cauchy-ri1] 1s.

Toon aan dat een Cauchy-rij begrensd is. Een convergente riJ 1s

dus ook begrensd.
Een deelri] van een Cauchy-ri] 1s weer een Cauchy-ri].

Toon aan dat: Als de rij f convergent 1s met limiet a dan 1s ook

elke deelri) £ ven f convergent met limiet a.

Toon aan dat: als de Cauchy-ri] f een convergente deelri] £* heeft

met limiet a dan 1s f ook convergent met limiet a.

Aan de reeds genoemde grondeigenschappen van het stelsel R voegen we nu

het volgende axioma toe:

Indien de rij f: >~ R een Cauchy-ri] 1s, dan bestaat er een reé€el getal

a zodanig dat a de limiet is van de rij f. Korter gezegd: Elke Cauchy-ri]

1in 1s convergent.

Opgaven:

63

Toon aan dat elke monotoon niet-dalende begrensde rij convergent is.

Voorbeeld: Van de rij f: N - R met

£(n) = (1 + —)°
Il

weten we reeds dat hij stijgend is en ook begrensd (£f(n) < L4) zodat deze
rij als gevolg van opgave 63 een limiet heeft. In het vervolg zullen we

deze limiet steeds aangeven met de letter e.

Dus e = 1im (1 + -l-)n.
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Opgaven:

64  In opgave UL hebben we gezien dat de rij f: N > R met

op den duur stijgend 1s en begrensd.

Toon aan dat

1lim f(n) > 0.

It

65 Bewijs de limietstellingen op blz. 21 van ZC T9/T1.

66  Bepaal in elk der volgende gevallen een N ¢ N zodanig dat voor alle

n € N met n > N geldt:

&
* 097)‘|'< 3n2+5n+7< 0376
Un~ + 6n + 1
. 2n S n2
" 1 <V 100 < 1,001
% n! < n' < (2n)!
* (n1)2 > i

67 Bereken de volgende limieten

* lim (Vo + 3= vn - 1) .v/n

10
. 1im 1T + 2 + 32+ ve. T N
1100 n
2 2 2 2
" 1im‘lmmiggmmiEFL_i;;;;mi;Ehﬁ*
Y1 ->c0 n
3 3 3 3
-+ <+ + 0. T
* l1mmJ““““EHHWﬂ;L“H““”"—_“EF-
110 n
n+ 1
* 1llim 2
_ 1\n



63 lima =a =—> lim |a | = a
n>w nre O
60 lima = 0
n .
Y1->00 — llm a_ b =0
oo BB
b begrensd
n
10 a <G voor alle n € N
= a < G.
lim a = a
I
110
T & < b voor alle n € N
n = n
—>a < b
lima =a, lilmb = b
=00 1l Y100 1
T2 1lim a_ = a
1> : lim bl’l - a
.. - -0
lim |a_ - b | =0
noeo D n

T3 a < b < c¢c voor allen e€ N

n n n .
lim b = L
:‘:::é 1@
. . N->co
lim an = lim c = L
-0 Y100 I

T4  Men realisere zich dat als a_ een reele riJ 1s de volgende ult-

spraken equivalent zijn

* 8 1s convergent
* 8 1s een Cauchy-rij

' a.l + 8,,2 + ... + a,
[ (Cauchy) ..,AlS lim g = a en g = ' Il
nN—>-co I I Il
dan 1s ook lim g = g
>0 Il




[

19

80

31

32

8L

Als 1lilm a = a en limb = b dan is
N 1 n--c I
a.b <+ a_b + ... + a b
1im 1™ n e n-1 n = ab
Y1—>c0 =
. -
Als llm.an = a bepaal dan lim — Z 2,
>0 oo H k=1 H

Als a_ = ¥V dan 1s a_ op den duur dalend. Bereken lim.g'n.

n
I 6!
: : n
Als lr] < 1 dan 1s lim r = O
>0

De rij a

n
Z1] a. = 1 en a =-l-(a + E“O (n = 1,2,3
1 n+ 1 2 n 8, >t
n
Toon aan dat %n
Rereken lim a .
N O
Z1) a., = 1 en a = -
1 n+ 1 n+ 1

Toon aan dat gn

Zoals bekend is V2' irrationaal zodat nv2 voor geen enkele n € N

geheel 1s.

Toon aan dat

g o=
Il

]

begrensd 1s.

Il
1 : ,
Z = 1s divergent.
k=1 "5

n.sin(n 7 v2)

Bepaal lim sin(n! 7 x) voor alle rationale x.

112>

Als 1im na
-0

Il

A
W—

0 dan is lim (1 + a ) = 1
Yo H

I1—>c0

>0

. ) waarbij c > o.

op den duur monotoon niet-stijgend is en begrensd.

stijgend 1s en begrensd. Bepaal lim a .

1



86

83

1.5

-1lh—

Il .
71ij (exp(x) = 1lim (1 +-§J , (vergelijk opgave LlL).

n——i—m
Toon aan dat

exp (x + y) = exp (x) . exp (y).

lexp (x) -1 -Xl 22 |x|2 voor alle X met le < 1.

Als gegeven 1s dat

8, < 8 voor alle n € IN
n+l = n
lima = 0
11l
I~ co
(a, +a. + ... + 1 ) — na < 1 voor alle n € N,
1 e n n =
S =a,  +a. + ... +
n 1 2 ah

toon dan aan dat limSn bestaat en < 1 1is.
N7

Van de ri} 8 1s gegeven dat

a_ 2 0 voor alle n € N

a < ) V
mn = &, a Vvoor alle m, n € I,

Toon aan dat lim.gr; = inf‘gr; (e.f. ZC 79/71, blz.19).

11> - nefN =

Reeksen

Z1) {an}00 een rij in R.
n=1

ben reeks is dus een (op een speciale manier verkregen) rij.

Als de reeks Sn naar S convergeert dan schrijven we
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Zo 1s bijvoorbeeld

1= ) — .
n=1 H

zodat lim S8 = 1.
Il
{100

We weten dat Sn dan en slechts dan convergeert als SnbeenCauchywrij

is (opgave TL).

Dus: de reeks Sn 1s convergent als:

% >0 4N € N: (m, HLN:'—:)ISm" Snl < g).

Nemen we m > n, (m = n+p met p > 1) dan is

S - S - -+ + ... T — —
" . (a1 ., | an+p) (a.1 ta, + ... 4 an)
= & + + + gt R
n+1 © Fp+2 Tt T Fpan T Thp

zodat we ook kunnen zeggen dat de reeks Sn dan en slechts dan

convergeert als

Ves>030Nem: (nz____N,p;1::;|Rnp| < e ).
9

Hieruit volgt dat de reeks

) a
n=1 H

(hetgeen niets anders is als een verkorte schrijfwijze voor de

ri] S 82, 83, ...) zeker convergeert als de reeks
Z ]a.| convergeert, lmmers
n=1 H
|Qn+1 + & 40 + ... an+pl ;=|an+1| + |an+2| +t .00 F Ian+p['

Het omgekeerde i1s niet altijd waar:

2 (*1)n ﬁ-is convergent, maar
n=1



convergent.

te veranderen
2 'S wordt hierbij niet gewijzigd).

geldt niet voor divergente reeksen; immers
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92 Als Z a convergeert dan 1s lim a = 0.
Y]~

T n-s>co

0

03 lToon aan dat Z

] :
7#=dlvergeert,
n=1 "

: 1 .
Daar llmu7ﬁ= = 0 1s de bewering 1in de vorige opgave niet omkeerbasar.
@ et

ol Als A = Z a en B = Z b dan 1s

n=1

Ook iS -+ —
a1 b1 + a2 + b2 + .. A + B,

95 (Leibnitz). Indien voor de rij a

n ©OP den duur geldt a > 0 en

n

I (= 1)
~ a convergent.
n=1

n
. N+
06 Z1J op den duur a. 0 en —= < o <
0O an
dan is ) a_convergent.
n=1
Q7 Toon aan dat voor elke x € R de volgende reeks convergeert
;o
'3
n=0

De som van deze reeks noemen we E(x). Laat zien dat

IE(X) - 1 = x[ ;=2lxl2 voor aldle |xl < 1.
N
98 Als op den duur a > 0 en Z a, S L voor alle n € N dan 1is
oo H k=1

Z a_ convergent.
n=1



o0
Z bn convergent met som
1 ° n=1 -
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= (0 en

Il

Schrijven We A = A + o dan is lim o
n n n
C = A + 4+ 4
. = b ) b, (A o L)+
= A, B + +
I (anb1 an_1b2 Toeee # a1bn)'

+ b (A + 0. ) =

]

We behoeven dus alleen nog maar aan te tonen dat

llm.(anb + o

Verder is |a

convergentie van ) b .

: n-1b2+ +0L,lbn) = 0,
n° + anmsz + ... + a1bn| <
i_lan||b1| + Ian“1 : b2|+ Ce. + ]a1|‘bn' =
o~ j
{lan : b1] + ...+ ’%ﬁ : bnﬂN+1|} {laNu1l'bnmN+2'+
< (max o |) (|b.] + |b ] + ... + |b ) +
N~k<n K 1 = l “N+1l
|
+ (Iiifm 'akl)°(|bn_N+2! + lbnl)_

max |o
N<k<n
.|+ b,

k

begrensd en lb

CO

n=1

Xl

|+
n—-N+2

Samenvattend kunnen we dus zeggen dat

1im (o b
n

Y100

]

+ O

b

n-1"2

-+

e o T =
a1bn)

zodat de stelling bewezen 1is.

O,

-+ klein Wegens de Hbﬁ.






D1

1.6 Limieten van funkties: continuTteit

Z1J DcR, f : D>R, x_ €D (dw.z. X

3 1s een verdichtingspunt wvan

O
D) en a € R.

(x_ behoeft niet tot D te

Dan heet a de limiet van f in het punt X 3

behoren) als

VE >0 318 eR: (x€DAO < |x - x < §=>|f(x) - al < €).

ol

Schrijfwijze: lim f(x) = =a.
XX
0
s 1
Voorbeelden : * f(x) =-§"—:7- op x ¥ 1,
X = 1 en a = 2
Dan 1s
X2 -
|f(x) —2| = - -2 = ((x+ 1) =2 = |x - 1| < ¢
zodra |0 <|x - XOI = |x — 1| < § = g
= _ 1
Dus lim = ,] = 2
x>1 =7
_expl(x) - 1
» £(x) = voor x # O,

Dan is (zie vraagstuk 86) |f(x) - 1| = exp(x) = 1 _ 1

X

|

LE.}EP_.W____J__L}_E <_2_J._}.£.l__m2lx| < €




DD
Opgaven:

103 Bepaal de volgende limieten

x 1lim SJ(CX)

x>0
| o C(; - 1
16 I

x-+0 X

E(x) - E(XO)

% lim —————— - - x

x*xo 0

104 Als 1lim f(x) = a en lim g(x) =D
X+X XX

O O

dan geldt
lim {f(x) + g(x)} = a + b
XX

0
lim {f(x) - g(x)} = a - b
XX

O
lim {f(x) . g(x)} = a . b
XX

Is bovendien b # 0 dan geldt ook

lim flx) _

- g(x)

&
b &

Z1) DcR, f : D~>R, xoelD.

Dan heet f continu 1n X als

< <S=>‘f(x) - f(xo)| < g).

De funktle f heet continu op D als f continu is in elk punt wvan D.
Opgaven:

105 Als f en g continu zijn in x, dan zlJn ook de functies
r+g, f-g, f . gen lfl continu in x

_ : 'y : .
dan 1s ook = continu in x

n* Is bovendien g(xo) # O



106

107

103

109

110

111

_23—.
Bestudeer de paragraaf '"Continue afbeeldingen' uit ZC T79/T71.

Toon aan dat

a + b la - bl

max (a,b)

!
®
+
o

|
o
|
-

min (a,b)

Als £ : D> R en g : D> R dan definiéren we f V g : D > R en

f Ag : D~ R als volgt

(f v g)(x) = max (£(x), g(x))

(f A g)(x) = min (£(x), g(x))

Toon aan dat, als f en g continu zijn in X5 s cock f Vgen £ Ag
continu zijn 1in X

Als g continu is in u, en f 1s continu inxo = g(uo) dan is f o g
((£f o g)(x) = £(g(x))) continu in u_.

O
Toon aan dat de volgende funkties f continu zijn in elk punt van

hun definitie-gebied.

. (n e @)

- 2
™
2
|
M

* f(x) = S(x)

* f(x) = C(x)

213 £ : La,b]l] » R continu op La,b] zodanig dat f(a) < c en f(b) > c.
C.

Toon aan dat er een & bestaat zodanig dat a < & < b en f(&) =



) I
112 z2ijJ £ : Lla,b] - R continu op [a,b].
Toon aan dat

* f begrensd is

* er een 51 € La,b] bestaat zodanig dat

f(x) < f(£1) voor alle x € [a,b]

x er een g, ¢ [a,b] bestaat zodanig dat

f(x) > f(£2) voor alle x € [a,b].

113 Z1iJ T een gesloten interval in R en f en g continue afbeeldingen

van I naar R.

Zij D © I zodanig dat D = I en f(x) = g(x) voor alle x ¢ D.

Dan is f(x) = g(x) voor alle x ¢ I.

4 ceo 1 R FE 1
114 41 ] en-- (1 +n) en en-—-oz + Y +21 + ... +£*;;-.
Toon aan dat
lim (e - e ) = O.
n g

I1>oo

Concludeer dat exp(1) = E(1) = e.

Toon verder san dsat

* E(n) = {E(1)}" = {exp(1)}? = exp(n) voor alle n € N

* E(1) = E(q . é-) = {E(é—)}q voor alle g € N
*x exp(1) = {exp(éQ}quor alle q € WN.
* exp(g-) = E(‘E) voor alle P, qQ € N

*x BE(- x) =TE%§7-voor alle x € R
* E(r) = exp(r) voor alle r ¢ @

* E(x) = exp(x) voor alle x ¢ R (mask gebruik van opgave 113).
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115 Z1] £ : D > R zodanig dat
* D samenhangend

* £ continu op D

* £ (relatief) maximaal is in elk punt van D.

Toon aan dat f constant 1s op geheel D.

116

e 213 f : R >R continu in 0 terwijl

f(x) = f(2x) voor alle x ¢ R.

Toon aan dat f(x) = £(0) voor alle x € R.
117 Z1J £ ¢+ R~ R continu in 0 en 1 terwijl
f(x) = f(xg) voor alle x € R.

Toon aan dat f(x) = £(0) = f£(1) voor alle x € R.

Uniforme continuiteilt

7Zi1J £ : D > R. Dan heet f uniform continu op D als

ve>043 8 ; (x1, x. € DA |[x, - x

2 1 2| < (S@lf(X,l) "f(Xg)l < g),

Stelling

Als f continu is op een compacte verzameling D dan is f uniform continu

op D.
Bewijs f continu op D==1f continu 1n elk punt x van

D=V g > 0 . (SX: (t € BCS (x):::::;) lf(t) — f(x)l < g:)

Nu is D eV B
XeD X

Omdat D compact en B;. (x) open is voor elke x, bestaat er dus een

&
2

S
X
(x) die D reeds overdekken:

eindig aantal bollen B,

20,






Opgave:

121 De funktie £ : D + R heet differentieerbaar 1n XO e D n D' als

er een funktie h bestaat zodanig dat

* h en f hetzelfde definitilie gebied hebben

* h continu 1s 1in XO

x f(x) = f(xo) + hix).(x - xo) voor alle x ult het definitie

gebled van f.

Toon aan dat deze definitie van differentieerbaarheilid equivalent

1s met de reeds eerder gegevene en dat f‘(xo) = h(xo)a

122 Indien de funkties f en g differentieerbaar zijn 1in X5 dan ziJn

cok f + g, f - gen f . g differentieerbaar in xoimet

O O
_ ' — ' _ '
(f - g) (xo) f (xo) g (xo)
g — t " . v
(£ . g)'(xy) = £'(x,) . g(xo) + f(xo) . 8" (x,).
Is bovendlen g(xo) # 0, dan 1s ook*é-differentieerbaar 1n X5

: g(x )f'(x.) - g'(x )f(x,)
met Cé) (xo) = —9 02 . 0
g (x.)

123 Als g differentieerbaar 1s 1n u, en f is differentieerbaar in

x = g(u,) dan is f ° g ook differentieerbaar in u, met

O O

(f o g)'(uo) = f'(xo)ag'(uo) = f'(g(uo)) -3 (uo) : .

Maak gebruik van vraagstuk 127.

124 7ij f : [a,b] > R continu in a2 en b en differentieerbaar op (a,b).
Als bovendien f(a) = f(b), toon dan aan dat er een & € (a,b) -

bestaat met de eigenschap f'(g&) = 0.
Maak gebruik van vraagstuk 1717,



125

126

127

128

129

_08

7ij £ : [a,b] ~ R continu in a en b en differentieerbaar op (a,b).

Toon aan dat er dan een £ € (a,b) bestaat zodanig dat

£'(g) =

Dit is de "Eerste middelwaardestelling' der differentiaalrekening.

7ij £ : (a,b) - R differentieerbaar op (a,b) met overal £'(x) = 0.

Dan is f constant op (a,b).

< b, f differentieerbaar op l[a,b]J\{x.} en continu in

21])] & < X 0

O
x. terwijl lim f'(x) = L.

O X7X
O

Dan 1s f ook differentieerbaar in x. met afgeleide f' (x.) = L.

O O

Zijn T en g continu in a en b en differentieerbaar op (a,b)

dan bestaat er een & € (a,b) zodanig dat

{f(a) - £(v)}.g'(€) = {g(a) - g(p)}.£'(8).

Als g(a) # g(b) dan 1s g'(&) # 0 zodat

f(a) - £(b) _ f'(g)

gla) - g(b) g'(&)

L

Dit 1s de "Tweede middelwaardestelling der differentiasalrekening'.

Toon aan dat de volgende funkties £ : R - R overal differentieerbaar

z1Jn en bepaal hun afgeleiden

x f(x) = x . (nm0,1,2, . )
* f(x) = E(x) = exp(x)
* f(x) = S(x)
(Aanwijzing: lim -(——Shh) = 1 en 1lim __(_________C h) - = Q)
n--0 h->-0 h

* f(x) = Cc(x).
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131

132

Y By
i 1
'; 1
A Al

7ij £ : La,b] »~ [c,d] omkeerbaar met omkeerfunktie

4
-

f : [ec,d] » La,bl.

1

Als f differentieerbaar 1s 1n X 5 met f' (XO) # 0 en f 1s continu

]

in u, = f(x,) den 1is £~ differentieerbaar in U, met
-1 1 1
(£ )" (uy) = — — = __...__._:_{-—-—---;-;
!
i (xo) £' (f, (u,
Z21Jn I,! en I2 intervallen en 1s T : Zli,I > 12 surjectief dan heeft

f elk van de volgende drie elgenschappen zodra f aan twee van deze

eigenschappen voldoet

*x f 1s continu op I1

* £ is strikt stijgend (c.q. dalend) op L.
* f 1s omkeerbaar.

]

In dit geval heeft de omkeerfunktie f (= de inverse funktie van f)

ook deze drie eiligenschappen.

De surjectieve funktie exp : R - (0,») is continu en stijgend op

R. Dus 1s exp omkeerbaar.

Noem de omkeerfunktie 1 : (0,») - R.

: ' e W el et s eees v cu - SR 0t

Opmerking: Als f : I, - I2 (strikt) stijgend (c.q. dalend) is en

surjectief dan volgt daaruit reeds dat f continu en omkeerbaar 1s.

7ij £ differentieerbaar op (a,b) met

£'(x) » 0 (> 0)(< 0)(< 0) voor alle x € (a,b) dan is f stijgend

(niet dalend)(niet stijgend)(dalend) op (a,b).
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133 C(x) = 0 heeft op [0,2] precies &én oplossing.

Noem deze 0plossing'gu

Toon verder asan dat:

S(3) = 13 s(n) =0 ; s(2m) =0
C(m) = = 1 3 SC%J = C(%0 = 3 V2;

S(x) > 0 op O < x < my

c(2m) = 13

S(x + m) = =S(x)

C(x + m) = =C(x)

S(x + 2m) = S(x)

S en C zijn dus periodiek met periode 2.
C(x + 2m) = C(x)
Ty _ I = o(L _
S(+ x + ~) = C(x) dus S(2 + x) 8(2 X)

Clx + -'g-) = - S(x)

1.8 Integratie volgens Riemann

Zz1) £ : [a,b] > R begrensd. Op het interval [a,b] brengen we een

verdeling V = {a = 8y < 8, < 8, ... S ahéb} aan en noemen
M= sup f(x)

a<x<b
m = inf f(x)

a<x<b
Mk = Sup f(x) (k = 1,2,3,..., 1)

SXS

mk = inf f(X) (k - 1,2,3,90 o n).

e 1 =8By



n
De sommen S = i —
kiﬂ Mk (81{ &k__]) en
1%
S = ? . . A
o L .

heten respectievelik boven- en ondersom van f over La,b]

behorende bi] de verdeling V.

Opgaven:

134 Voor de bij een verdeling V behorende sommen S en s geldt

(b - a) . ms=s <8 =< (b -a) . M.

w e e T x : ﬁ. r “
135 41) V een verdeling en V een verdeling die uit V 1s ontstaan door

toevoeging van &én deelpunt.

Toon aan dat

S . < S

V k=

v
SO A
136 7Zijn V en W verdelingen en V + W de verdeling die uit V (uit W)

W (van V) dan geldt

ontstaat door toevoeging van de deelpunten van

S S < B

< <
vV = TV+W = S

D

V+W W

Conclusie: een ondersom is altijd kleiner of gelijk aan een

bovensom,
Definitie: I* = 1nf Sv
V
I = sup s .
* v V

1" en I_ heten respectievelijk de bovenste en de onderste 1ntegraal
*

van £ over La,bl.
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X _ o x
137 (b-a) . m<gI <2I <2(b=-a).MI -I <S5, -s..

Definitie. Als I = I dan heet f integreerbaar over [a,b]. Het getal

*

b
I (= I ) schrijven we dan als J f(x)dx.

*

138 zij £ : [0,1] » R zodanig dat =

0 a8ls x rationsaal 1s

f(x)

1 als x 1rrationsaal 1s.

Il

f(x)

X
Toon aan dat voor deze funktie geldt I = 1 en I = 0, zodat

niet integreerbaar 1is.

139 Als bili] elke € » 0 een stel sommen S en s gevonden kan worden met

de eigenschap S' - s < € dan is f integreerbaar (gebruik vraag-
stuk 137).

140 Zij f monotoon niet dalend op [a,b] en V een verdeling van
[a,D] zodanig dat

b-a
akﬁa"“ko n ,(k=o,132’a00, n).

Toon aan dat Sy~ Sy =-“E“'{f(b) - f(a)}

en concludeer dat f integreerbaar 1s over [a,b].

141 Als f integreerbaar en > 0 is op [a,b] dan is

jo
f f(x)dx > O.
)

142  Als f integreerbaar en > 0 1s op La,b] en f is in een continuiteits-

b
punt positief dan 1is J f(x)dx > O.

a
Zonder bewijs vermelden we de volgende stellingen.

* Als f continu 1s op la,b] dan is f integreerbaar op [a,bl.

* Als f integreerbaar is over [a,b] en a < ¢ < b dan is f ook

integreexbaar over [a,c] en [ec,bl.



o
Bovendien 1is J f(x)dx = | ~f(x)dx + f(x)dx.

3, a,° C

Als f integreerbaar 1s over [la,c] en [c,b] terwijl a < ¢ < b

dan 1s f ook integreerbaar over la,b] en voor de bijbehorende

integralen geldt

P C

b
f(x)dx + f f(x)dx = f(x)dx.

a. C a

Als f en g integreerbaar zijn over [a,b] met a <« b. dan zijn ook

de volgende funkties integreerbaar over lLa,b]:

T

A . f (met A\ constant), f + g, f - g, £ . g (onder de
extra conditie inf |g(x)| > 0) en |f].
as<x<b

Bovendien geldt dan

Je
J A, £(x)dx

|

de
A o J f(x)dx

a. a.

Definitie

ity
&"———ﬂ
0
'_.b
P
O,
M
fi
O

.
0
‘—h
o
O,
P4
i

b
- [ f(x)dx als a < b,
b’ 5
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b C C
143 J f(x)dx + J f(x)dx = { f(x)dx zodra al deze integralen bestaan.
b

=

1 1 2 1 :
L4 Bereken { dxd t ( 1dx , { X dx en { x2dx door een aantal
O 0 0 O

boven- en ondersommen ult te rekenen.

Hoofdstelling der integraalrekenlng:

Als f integreerbaar is op [a,b] en de funktie F is continu in

a en b en differentieerbaar op (a,b) met F'(x) = f(x), dan geldt

b
J f(x)dax = F(b) - F(a).
8,
Bewijs: ZiJ V = {ao <a, < ... <a S gn} een verdeling van [a,b] dan is
)
F(b) - F(a) = {F(a_) - F( )} =
NET e k-1

n
= k£1 Fr(g) . (a -a )=

n _
k£1 £le) « (ay - ) met & , <& <a.
Voor elke verdeling V geldt dus

S < F(b) - F(a)

<
zodat I, £ F(v) - F(a) 2 1",
Aengezien f integreerbaar is geldt I = I*

" -

b

b
zodat J f(x)dx = F(b) - F(a)"dgf F(x)
| a

a
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~35 -
Bereken:

b b
J E(x)dx ; J S(x)dx C(x)dx.

a. a a,”

Stelling : Als f integreerbaar 1s op [a,b] dan 1s

X
F(x) = f f(t)dat , (a < x < b) (uniform) continu op lLa,bl.

2)
Bewl]s:

5
F(x,) - Flx,)| = J £(t)at] <
1
;=|x2 - x1| .  sup 1£(t)
a<t<b

waarult de bewering direct volgt.
Stelling: Als f integreerbaar is op [a,b] en f 1s continu 1n

X, € [a,b] dan 1s de funktie F : [a,b] - R met

met F'(x. ) = f(x_).

v
F(t) = J f(x)dx differentieerbaar in X, 3 N
g

en deze vorm 1s 1n absolute waarde



< ! nl. sup f(x) - £(x.)]| =
......."|"I'1"|" xelx ,XO"'h] .
= SUp | £(x) - f(xo)l

xe[xo,xo+h]

en dit is wegens de continuiteit van f in x. < € als |h| maar

0
klein genoeg 1s. Q.E.D.

Toepassing. De funktie --}(* s op x > 0 continu en dus 1ntegreerbaar

over elk eindig gesloten interval [1,t] dat rechts van O ligt.

We definiéren de funktie 1 : (0,*) - R als volgt

t
1(t) = [ -if , (t > 0).
1

De vorige stelling zegt dan dat 1 op (0,~) differentieerbaar is

1
met 1'(x) w
Het is duidelijk dat 1(1) = 0.

Reschouw nu voor een of ander positieve constante a de funktie
d : (0,0) ~ R met

o (t) = 1(a) + 1(t) - 1l(at)

Deze ¢ is differentieerbaar op (0,») met

o'(x) = 1'(x) - 1'(ax) . a

I
I
:
|
o
I

O

Daar ¢(1) = 0 moet ¢(x) dus steeds gelijk san O zijn.

Gevolg: 1l(at) = 1(a) + 1(t) , (a, t > 0).

Daar E(t) > 0 voor elke t ¢ R, is 1(E(t)) op geheel R gedefinieerd
en tevens differentieerbaar met als afgeleide in het punt x

1'(E(x)) . BE'(x) =
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Dus is 1(E(t)) - t constant op R met als waarde O.

Gevolg: 1(E(t)) = t voor alle t ¢ R.

.

1 . . .
Daar 1'(t) = —> 0 op t » 0, is 1 monotoon stijgend.

t
Op t > 0 geldt ook E(1(t)) = t; stel namelijk maar eens dat
E(1(t)) = u, dan volgt daaruit dat 1(E(1(t))) = 1(t) = 1(u) en

omdat 1 monotoon 1s moet u = t zijn.

De funkties E en 1 zijn dus elkaars inverse.

2

t
146 Als b(t) = dx voor alle t ¢ R,
0 14X

]

toon dan aan dat b(t) + b(—) constant is op t > O.

t
147 71 T(x) = S(x) op _ L < X < +'E~¢
C(x) 2 £
Toon aan dat b(T(x)) = x voor alle X € (“‘g'a +:g ) .

Voor x =E*levert dit %*ﬂ b(1).

Toon aan dat |b(t)] <'g-voor alle t € R en dat
T(b(t)) = t voor alle t € R.

De funkties b en T zijn dus elkaars 1inverse.

Transformatie van integralen.

21] ¢ differentieerbaar op la,b] met integreerbare afgeleide;
o < ¢(x) < B voor alle xela,bl.

Z1) F differentieerbaar op la,B] met continue afgeleide T

De funktie F o ¢ : [a,b] > Rmet (F o ¢)(x) = F(o(x))

1is dan differentieerbaar op La,b] met als afgeleide

F'(o(x)) « ¢'(x) = £o(x)) . ¢'(x).

Uit de gegevens volgt dat deze afgeleide integreerbaar is, zodat

volgens de hoofdstelling geldt
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rb
£(o(x)) . ¢'(x)dx = F(p(b)) - F(g(a)).

a-

Volgens dezelfde hoofdstelling geldt ook

»(b)
[ f(x)dx = F(¢(b)) - F(¢(a))

$(a)

$(Db) b
zodat { f(x)dx = f £(o(x))e'(x)dx.
a

s(a)

dx

1 +x2

1
Voorbeelden. We berekenen f (vergelijk 1&7)
O

Voor ¢ nemen we de funktie T(x) = 2 §§g op LO, “E].
Dan 1s ¢(0) = O, ¢(*E-) = 1 (volgens 134) en ¢'(x) = 21 > 0
¢ (x)

zodat ¢ stijgend is : 0 < ¢(x) < 1.

Bovengenoemde 1ntegraal kan nu als volgt worden berekend:

1 o (1) S
| dx _ ( t dx _ . 1 ,

0/  1+x 6{0)  1+x 0

a.b . [db(b) b b
J ;’.ﬁum %ﬂﬁm 1J Cng) . Cb'(X)dX“ J _;,“X“ . a dx =

Gevolg: 1(ab) = 1(a) + 1(b), (a,b > 0).
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Partiéle integratie

148 Als F en G op La,b] differentieerbaar zijn met integreerbare

afgelelden f resp. g dan geldt:

de j de
f(x) . G(x)ax = F(x) . G(x)

a.° a, 8,

F(x) . g(x)dx.

A

Voorbeeld.,

t av
J 1(x)dx = J 1 . 1l{x)dx =
1 1

t 4
=x.l(x)| - f x@%dx=tl(t)-t+‘l,(t90).
1

T
Als aanvulling op vraagstuk 148 vermelden we zonder bewl]s de

volgende stelling.

Als f en g integreerbaar zijn op lLa,bl en

F(t) = A + r f(x)dx en G(t) = B + (t g(x)dx (A,B constant)
o, a.’
dan geldt
B , b ‘b
J £(t) G(t)at = F(t) . G(t) - F(t) g(t)dt.
a, a, a°

reasde var

1.9

Funkties van beg

71 f gedefinieerd op la,bl. Bi] een verdeling V van dit interval

construeren we de som
Ly = 15; (e ) = £lay )]

Als de collectie van sommen EV’ waarblij V alle mogelijke verdelingen

van [a,b] doorloopt, begrensd 1is:



ZV < G voor alle V,
dan heet f van begrensde variatie op [a,bl.

14,9  Een monotone funktie op [a,b] is van begrensde variatie.

150 Als f integreerbaar 1s op [a,b] dan is

(% .
F(x) = f(t)dt, (a < x £ b) van begrensde variatie op La,b].

a,
151 Als f differentieerbaar is op [a,b] met begrensde afgeleide

dan 1s f van begrensde variatie op [a,bl.

152 Als f van begrensde vairatie is op [a,b] met a < b en ¢ ligt
tussen a en b dan i1s f ook van begrensde variatie op [a,c] en

[c,b]. Evenzo volgt uit de begrensde variatie op [a,c] en [c.,b]

die op la,bl].

Definitie: Als f van begrensde variatie is op [a,b] dan heet het

getal o = Sup ZV
v

de totale variatie van f over [a,b].

153 Z1)] f van begrensde variatie op [a,b], o(a,R) de totale variatie
van £ over La,B] < [a,b] en a < vy < B dan geldt
* o(a,B) >0
x  ola,y) + o(y,B) = o(a,B)
% o(a,x) 1s monotoon niet dalend in x.
x ola,p) > |£(B) - fla)]

* o(a,x) - f(x) is monotoon niet dalend.
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154  Aangezien f(x) = o(a,x) - {o(a,x) - £f(x)} is f te schrijven
als het verschil van twee monotoon niet-dalende funkties.

Gevolg: f 1s integreerbaar over een interval waarop f van

begrensde variatle 1s.

155 Als f en g op [a,b] van begrensde variatie zijn dan ook

Ifl y I +t g, T -g, £ . g.
f

Is bovendien |g(x)| » 8§ > O voor alle x € [a,b] dan is c:>ok‘g

van begrensde variatie op La,bl].

1.10 De (Riemann -) Stieltjes integraal.

Op het interval [a,b] zijn gegeven de furities F en G. Bij een

verdeling V van la,b] construeren we de som

R(V) = ) F(g, ) {G(a) - G(a __,)}
k

waarbi ] & ;=gk.;=ak.’ Kk = 1,2,3500., N

21 ] GV = max Iak - akm1| : GV heet de grofheid van de verdeling V.

k
Als voor elke riJ verdelingen V_ ven La,b] met 6V+ 0 de bij-
n
behorende rij van sommen R(V ) altijd (hoe de £'s ook gekozen

Il

zijn) convergent is dan heet F integreerbaar naar G over [a,b].

Hierbi] 1is lim.R(Vn) onafhankelijk van de keuze van de rij ver-
1100
delingen Vn als maar voldaan i1is aan GV > 0., Ga 4it na.
n

Voor lim R(V ) schrijven we

7> =

D
J F(x) dG(x) en deze integraal heet de (Riemann -) Stieltjes
a

integraal van F naar G over [la,bl].
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Hieronder vermelden we zonder bewl]s een aantal stellingen be-
treffende Stieltjes integralen. Voor een nadere behandeling van
dit integraal begrip verwijzen we naar (U4 , deel.III, hoofdstuk

Stelling. Als F integreerbasar is naar G over [a,b] dan is ook G
integreerbaar naar F over [a,b]. Voor de bijbehorende Stieltjes
1ntegralen geldt dan:

(b b

b
F(x)dG(x) + [ G(x)dF(x) = F(x).G(x)

8’ a, )

Stelling. Als F1 en F2 integreerbaar zijn naar G dan is dat ook het geval

met F, + F enF1-—-F

: terwi]l

2 2

b b b
[ (F,(x) + F,(x))dac(x) = j F.(x)aG(x) + { F2(x)dG(x).
a 8, a.

b b
G(x)d{F1(x) + Fg(x)} = f G(x)dF1(x) +
' a-

eIl

Stelling. Zij F integreerbaar naar G over [a,b] en zl) a < ¢ < b.

Da

. 1s F ook integreerbaar naar G over La,c] en [c,d], terwijl

e b b
f F(x)ac(x) + j F(x)dG(x) = J F(x)aGg(x).

a’ C a,

Opmerking. Uit het bestaan van

re

b
F(x)dG(x) en [ F(x)aG(x), (a < ¢ < b)
N
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Opgave. In de laatst genoemde stelling mag 'monotoon' worden vervangen

door '"van begrensde variatie'.

Stelling. Is F op [a,b] integreerbaar en voldoet G aan een z.g. Lipschitz-

conditile:
JG(x1) - G(x.)1

waarbi] L constant en a < x = X, b,

1

dan is F integreerbaar naar G over lLa,bl.

Stelling. Als F integreerbaar 1s op La,b] en G is te schrijven als

G(x) x < by g integreerbaar op La,b])

|
L"——Kt
os

03

ct

O

ct

o

A

dan bestaat | F(x)dG(x)

a.

b b
en bovendien geldt f F(x)aG(x) = f F(x)g(x)dx

= a.

waarbij de laatste integraal een (gewone) Riemann-integraal 1is.

Opgaven.

156 7ij F integreerbaar en zij G differentieerbaar op La,b] met

integreerbare afgeleide g. Dan 1s

b de
[ F(x)dG(x) = F(x) . g(x)dx.

ad

a.

157 Z1J F continu en G van begrensde variatie op La,bl.

Toon aan dat:

b
J F(x)dG(x)| <M . o
a,
waarbij M = max 'F(x)| en o de totale variatie van G over
xela,b]

[a,b] 1is.
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d

)

De sommatieformule van Euler.

Opgaven.

158

159

Als f continu is dan is (voor n e W en 0 < € < 1)

n+e
J f(x)d[x] = f(n). ([x] is het grootste gehele getal < x).

n—¢t

Als f continu is dan is (voor my n e N; m <nj; 0 < e < 1)

n+¢e n
{ f(x)alx] = ) £(k).
m—¢ k=m

Als f continu 1s dan 1s dus

n n+e n+0
z f(k) = 1lim j f(x)dlx] = ( f(x)dlxl1=
k=m

>4+
m—¢ m=0

n n+0
= J f(x)dx - ( f(x)d\b1(x) waarbij V. (x) = x - [x] - 3.

m m-0

(n+0

n+0 n+0
Nu is —~ f 1,b1(x) . df(x).

m-0 m-0

| flx)d v, (x) = £(x) . y_(x)
m-0

Is f bovendien differentieerbaar met integreerbare afgeleide

dan 1s

n+0

n+0 n
f ¢1(X)df(x) = | ¢1(x)f'(x)dx = f w1(x)f'(x)dx=

m-0 m-—0 m

n X
= J f'(x)dxp2(x) waarbi] wz(x) = 81+ f iy (x)dx, (51 constant) .

m 0

n n
Verder is ( f'(x)iwe(x) = f'(x)wz(x)
m

Il
- [ b (x)az" (x).
m

g {1\
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Is f voldoende vaak differentieerbaar dan laat bovenstaande procedure
zich een aantal malen voortzetten en we vinden

n+0
+ £ (%), (x)

Il Il
) £(k) = | f£(x)ax - f(x)¢1(x)

Il

r-1_(r) (%) | r (% (r)
+ (=1) f (x) wr+1 | + (=1) [ wr+1(X) af (%)
m m
waarbi] w1(x) = x - [x] -3,
| r X
¢V+1(X) = Bv + wv(x)dx, v = 1, Bv constant.

Het gevolg van deze keuze van de B's 1s dat de funkties wv(v > 1)

periodiek worden met periadé 1.

l

Opgaven: Toon saan dat 81 =75 82 = 0.
L] : ~ Py ° o ¢ - - Tt — ——— 3
Bew1js dat: 1 + 5 + 3 + + - 1(n) 5 [ . i
1 X
Bewi]s dat:
T ] 1 | T *
Z SMS""" +2"S ?‘ S+ dx, (S > 1).
n=1 n X

Bewl)s dat:

1 n
1(n!) = (n +'§Jl(n) - n + 1 + f
N
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.12. De tweede stelling van het gemiddelde voor 1integralen :
7ij de funktie h op [a,b] integreerbaar en zij ¢ op dit interval

monotoon. Dan bestaat er een getal ¢ € [a,b] zodanlig dat
b C b
{ d(x) . hix)dx = ¢(a) J h(x)dx + ¢(b) J h(x)dx.

a, a8, 4

Bewijs: Voor de eenvoud nemen we ¢ monotoon niet-dalend.

X
Definiéren we H(x) = J h(u)du dan 1is
a

b :
J 6 (x) n(x)dx = J 6 (x)d Hix) =
&, a.

.
¢() H(b) - ¢(a) H(a) - J H(x) d ¢(x) =
a

o(b) H(b) - | H(x) 4 ¢(x).

Nu 1is

a.
(6(b) - 6(a)imin H(x) < J H(x)d ¢(x) < (6(b) - ¢(a)}. max H(x)

X X
b

b
zodat J H(x)d ¢(x) {qb(b)g - ¢(a)}. H(z) voor zekere ¢ € [a,b].
a

b
Dus J o(x) n(x)ax = ¢(b) H(b) - {6(b) - o(a)} H(c) =
a

= ¢(a) H(z) + ¢(b) . {H(D) - H(Z)} =

¢(a) J( h(x)dx + ¢(b) J h(x)dx. Q.E.D.
a C

Opgave: Zi) ¢ monotoon niet dalend en h integreerbaar op [a,b].

Als A en B constanten zijn die voldoen aan

A< lim ¢(x)
Xvya

B > 1im ¢(x)
X4Db .



Iy g
dan bestaat er een ¥ € [La,b] zodanig dat

e (G ro
J d(x) h(x)dx = A h(x)dx + B h(x)dx.
a

a- r
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Hoofdstuk 2.
* )

Fourier-reeksen

2.17. De formules van Euler

Onder een trigonometrische reeks verstaan we een reeks van de ge-

d@ante

a o0
0 :
~§-+ 21 (a] cos k x + bk sin k x).

In deze paragraaf nemen we aan dat deze reeks voor alle x € R

convergeert en de bijbehorende som zullen we aangeven met U(x).

Het verband tussen U(x) en de coéfficienten & > b werd reeds door

Euler aangegeven. Hij giling als volgt te werk.

a OO
: __0 - :
Uit U(x) = > + 2 (ak cos k x + bk sin k x)
k=1
m
m 0o ’
volgt J U(x)dx = a5 + Z (ak cos k x dx + D
-TT ('TT k=1 fm =T
Wegens cos k x dx = 0 en sin k x dx = 0, (k =

'Trd

vinden we dus a_ =

m
5 %‘ f U(x)dx.
T

Om &
n n

-
| sin k x d}Q-

T

142435 o )

en b ult te drukken in U wordt de reeks met cos n x resp.

sin n x vermenigvuldigd en dan van -T naar T gelntegreerd.

Dit levert

!‘1T
%o
2

-

m
' J U(x) cos n x dx = cos n x dx +
-

i

T -
cos hX cos kx dx + b

3

k
=T

+ Y
A

-TI

*)

notatlie sin x en cos x.

il
fcoa nx sin kx dx)

In dit hoofdstuk gebruiken we voor S(x) en C(x) de meer klassieke
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I ao i
en U(x) sinnxdx=“-2- (sinnxdx+
~TT * ~1TT
° sl (i
+ Z (ak siln n X ¢cos k x dx + bk ( sin n X sin k x dx).
= 1
...T['J T

Men gaat gemakkeliljk na dat

cos (n+k)x + cos (n-k)x

2 COS n X cos k X

2 cos n X sin k X sin (n+k)x - sin (n-k)x

sin (n+k)x + sin (n-k)x

1l

2 sin n X ¢cos k x

2 sinn x sin kK x = cos (n-k)x - cos (n+k)x

Voor n # k volgt hieruilt

4 - sin(n+k)x
| cos n x cos k x dx ——
-

2 (n+k)

evenals

i i i
J COsS n X sin kK x d4dx [ sin n X ¢cos k x dx = [ sin n X sin k x dx = 0.
1 ' i

o Sni— il

Is n = k dan vinden we

fﬂ

m
J cos n x cosnxdx =| sinn X sinn x dx = 1
il

Y

i

il
en J cOosS N X sin n x dx = 0.
T

st

Fen rechtstreekse substitutie van deze formules leilidt tot de volgende

formules van Euler:

1

a‘ sapie

n 1l
il

i

J U(x) cos n x dx, (n = 0,1,2,3, o)
-
en bn = =

T
[ U(x) sinn x dx, (n = 1,2,3, «c.).
1"



and tussen U(X) eIl

een correct als de termsgewijze

et verder bekommeren en een strenge
Euler.

de formules van

de 2,

R, en z1] f tevens integreerbasar op

sutomatisch integreerbaar op elk interval

Fourier-reeks in het punt x:O:

o) =
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1 : N il (T
> J f(x)dx + — Z (cos n X J f(x)cos n x dx + sin n x | f(x)sin n x 4dx)=
n=1
-

I

T O
....1T-‘

~T

P T N ]
> | f(x)dx + = ) ff(x).{cos n Xy COS n x + sinn x, sin n x} dx =
m
: N fm

m
o { f(x)dx +-F-n§1 f(x) cos n(x - x

_ 1.

1 J f(x). {
.

l

O)dx =

N
1
- 5+ 2 cos n(x - x_)ldx.

n=1 )

Aangezlen de integrand in de laatste integraal de periode 2m heeft

kunnen we ook schrijven

_ 1
SN(XO) =

(’IT-FX N
T

0 f(x){é-+ 2 cos n(x - x_)}dx =
n=7 0

: i : N
= = f(x. +u){= + ) cos n uldu.
" 0 : n=
m

We tonen aan dat
1

1 sin(N + 2)u .
“2-+cosu+cos 2u + ... +cosNuu-~m----—---—--—-a--— als sinE#O.
2 sin —
2
We gaan uit wvan
sin(t + a) = sin t cos a + cos t sin a
sin(t - a) = sin t cos a - cos t sin a
sin(t + a) - sin(t-a) = 2 cos t sin a
en substitueren hierin a ='§-en t =u, 2u, 33U, ..., NU.
Optelling levert dan
; 1 . 19} . u
sin (N + 3)u - sin 5 = 2 sin E-(cos u+cos2Uu+ ... +cos N u)
of sin (N + 3)u = 2 sin.g;. (3 + cos uw +cos 20 + ... + cos N u)

waarulit de bewering direct 1s af te lezen.
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Voor u = 0 geldt

e s ]
_ 1 . Sll’l(N"‘”")t
3 +CcosS U+ cos 2u+ ... +cosNu=DN+ 3= 1linm =———=&=

t>0 2 s1in 12:"
(i . 1
. 1 sin(N + 5 ) U
Voor S_(x.) vinden we dus S..(x ) = — f(x_  + u) du .
N O N O T 0 5 oain &
— S171l >

Voor de verdere bestudering van deze integraal 1s het volgende

lemma van fundamenteel belang.

Lemma (Riemann).

Zz1) £ op la,b] integreerbaar dan is

b b
1im f f(x) cos A x dx = 1im Jf(x) sin A x dx = 0.
a, a.

A\ -0 A oo

Bewi]s: Alvorens het algemene bewlijs te leveren beschouwen we

ter 1llustratie het geval dat f continu differentieerbaar is:

o sin AX © D sin A X
J f(x) cos A x dx = f(x).*m—gxmm - J f'(x).-“—gx““"*dxg
a, =t 8,
in absolute waarde is dit
de
f +

a,
hetgeen tot nul nadert als A - o,

Het algemene geval: Zij € > O gegeven. Daar f integreerbaar is op

La,b] kan men een verdeling

V={a=a <a,  <ag < ... < g < a_ = b} kiezen zodanig dat
0 ] 2 n-1 n -
de bijbehorende boven- en ondersom minder dan-g“van elkaar verschillen.
b n ar
f f(x) cos X x dx = 2 [ f(x) cos A x dx =
o r=1
a - a
n 7T . r-1 nora,
- ) ( (£(x) - £(a )} cos & x ax+] | Tr(a) cos A x dx.
Y r
r=1 | r=1
a,



omdat |£(x) - f(a_ )

r ‘| = Mr - mr °P ar--1 =X = .
en de tweede
n S1in A ar - S1ln A ar_1
- ; f(ar) A =
r=1
o 2 2 M
. ) n e
< L M.T=S5 kg
=]
ais A maar groot genoeg is (M = sup £(x)]).
xela,b]
(o
Dus:| | f(x)cos A x dx| < € als A maar groot genoeg wordt gekozen.
a,° | Q.X.D,
lToepassing op SN(KO)-
We schrijven voor O < & < 7
w--(S 6 ~ Tl °
1 | * Sll’l(N"‘%_ )U.
o e ~te _ o
SN(XO) - { ! + }f(xo-l—u) . ..U du
T __(SJ & - D
f‘(xo+ u )
Daar —— = ©Op [-m,-8] en [§,7] integreerbaar 1s gaan van
2 sin )

bovenstaande 1ntegralen de eerste en de laatste naar nul als
N = o,

Het wel of niet bestaan van lim S_(x_.) hangt dus alleen af van de

N0 N O

middelste i1ntegraal.

Conclusie: Voor elke vaste 6§ € (0,7] geldt

(S o ’ '1
: : 1 sin(N+s5)u B
1lim {SN(XO) - - J f(xo-l-u) —————-2———11 du '} 0.
8

N 2 sin —
Aangezien 8§ > 0 willekeurig klein (doch vast) gekozen kan worden

2

hangt het gedrag wvan SN(:x:O) voor zeer grote waarden van N eigenlijk

alleen af van de waarden van f(x) voor x dicht bij] X o s
Deze uitspraask wordt wel het '"localisatie principe van Riemann'

genoemd.



Lemma. Als O < 6 < 7 dan 1s

(o - 1 S - 1
1im { - f(x,+u) Sln(N+ Ju du - J f(x +u) sin(N+z)u du} = 0.
O . u O u
N—><0 _§- 2 sin 5 8

- Bewi]s: Het verschil der bovenstaande integralen is gelijk aan

[ f(x +u)f — 1 4 } sin(N+z)u du.
| O > gin = b
| >
iy ~ =
. u
u - 2 sin —
Def'1.1nl<:tj'_e'.-:-'""""'''"""'''""""''l""'"""""""""""'-----*"""1""'=‘'""""'''''''"''"'''"'"'''''''"'''"'"''''''''"'1'3‘:’"""""‘%‘=
2 gin= % 2y gin =
o 2
3 D
u - 2(%-— u3 + 151 -+ ... )
_ 27,3} 27,51 _
3 5 -
211(-%—- 131 + 1; -+ ...
27 .31 27 .51
l u2
u . ( > — )-I- +oa.)
— 2 031 2 '5‘!
D Iy
] - —— g -+ ... )

=

22,31 ot 5

1s op L-8§,8] continu (en dus begrensd integreerbaar) zodat volgens

het lemma van Riemann

1 1 :

O
+u){ -7 }sin(N+3)u du = O. Q.E.D.

1im f(xo "

N--co ln =
: 2 sln >

Voor ons doel kunnen we dus volstaan met de bestudering van

1 [° sin(N+2)u
— fx. +u) ———=L= gy =
il O u
_8-
5 .
1 in ( N+ .
= - ( {f(x0+u) + f(xomu)} W du, (8§ > 0) in plaats van
0
S (x.).
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P
|

© A .
sSln X def .. s1in X il
Lemma. { % dx = l1lim J - .
X X 2
O 0

Bewijs: Toon eerst aan dat genoemde limiet bestaat, door bijv.

A
512.x dx, partieel te 1ntegreren en daarna A naar « te laten
1+
gaan .
™
Nu isg'z J (3 + cos x + cos 2x + ... + cos Nx)dx =
0

X

m T
: 1 : 1
_ J sin(N+3)x Ix = 1im J 51n§N+2;x Iy =
O O

2 sin-a N->c0 2 sin'§'
. (N?%)ﬂ _
. in(N+3 . ' 7
= 1qm | SinNF2)x oo g4 21l R gy = 222 2 4x.  Q.E.D.
N—>c0 A 1\ et A X
O O- O

Stelling. (Lipschitz)

Als er een positieve constante o bestaat zodanig dat de funkties

f(xo+u) - A f(xomu) - B

> en —— (waaxrbij A en B constanten zijn) op

u U

u > 0 begrensd zijn, dan convergeert de Fourier-reeks van f 1n het

punt X met als som A ; = .

Deze stelling 1s een bijzonder geval van de volgende.

Stelling. (Dini).

Als er een constante S bestaat zodanig dat de (mogelijk oneigenlijke)

integraal

O

CS|f(x +u) + f(xouu) - 2S|
- du
O

wu

voor zekere § > O convergeert, dan convergeert de Fourier-reeks

van f in xO:met als som S.
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Bewl])s: Bi) gegeven € ? O kiezen we 8§' > O zo klein dat

!
O f(x. +u) + £(x.-u) - 25|
] O 0
- - du < ¢,

m 0 u
S .
1 5 )
. J {f(x +u) + f(x_.-u) - 25} W du +
i 0 0 u
0

m u
6'
f(x +u) + f(x_-u) - 28
= 4 0 0 in (N+2)u du +
i — sin 5 )u du
Os
1 f(xo+u) + f(xowu) - 28
+ — : 1
- " sin (N+s)u du +
S 1
(Q+é)5
. 25 | sin u Ay
m u
OJ

De eerste van deze integralen is in absolute waarde < € voor alle N.
De tweede heeft voor N > « volgens het lemma van Riemann de limiet 0,
terwijl de derde voor N - « convergeert naar

25 ( sin u 2

- 2 I _
T u d'll - T ‘e 2 So

Hiermee 1s de stelling van Dini aangetoond.
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Stelling (Dirichlet). Indien f in de buurt van x. (d.w.z. op

0

zeker interval [x. = 8§, x,. + 8] met § > 0) van begrensde variatie

0 O

1s dan convergeert de bij f behorende Fourierreeks in het punt X

met als som

.... f(x +0) + £(x_.~0)
lim 8. (x.) = ——2 O
N "0 2

N-roc

waarbij  f(x.+0) et 1im f(x) en

0
x¢xo
f(x -0) det lim f(x).

0
A
X.'XZO

.. o (C sin (N+32)u
Bewlijs: — {f(x +u) + f(x_—u)} du =
0 O u
O

u

= J Fx _+u) === N+2)u du +~%- [ f(xomu) sin(lN+2)u du.
O+ 0
We beperken ons tot de bestudering van het gedrag van

0 : 1
1 J f(x +u)-§i£&giﬁlg'du
T O u

0

voor N - «, Zonder beperking der algemeenheid mogen we aannemen dat

f(x.+u) monotoon niet-dalend is op O < u < 6.

O

il

1

o : 1
We schrijven.l~ [ f(xo+u)'§&EL§iilE'du
O
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Volgens de tweede middelwaardestelling der integraalrekening

(paragraaf 1.12) 1is

5! .
*JT;' [ {f(xo+u) —~ f(x0+0)} W du =
0

§' . 4
='%'{f(xo+6') — f(x0+0)} [ Eiggﬁtibi'&u

°N

en dit 1s 1n abs. waarde

....11;. {f(x0+6') — f(xo+0)}. G voor alle NTe N, waarbi]

Il A

[+ sin t

T

G = max | dt | -

X Ok

We kunnen 6' dus zodanilig fixeren dat

(O ;Q'%'{f(xo+6') —~ f(x0+0)}. 2G < € voor alle N € W.

Volgens het lerma ven Riemann is (bij vaste &' en §)

lim*?
=00

S ' g
1 J {f(xo+u) - f(x0+0)}éigg§iilg*du = Q.
6 !

Verder 1s

T °sin(N+3)u :
llmm;'f(xo+0) (““""ijww'du.= £ (x +0).
0

N—>c0

Resumerend kunnen we zeggen dat hiermee de stelling van Dirichlet

bewezen 1s; de behandeling van

1 0 sin(N+3 )u ..
— f(xo-u) -—--—--1-1—3——— du verloopt namelijk analoog aan het
O

bovenstaande.
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2.3. De sommen van Fejér

In deze paragraai besteden we aandacht aan

. def So(x) + 81(x) + ... + SN(x)
N N+

waarbij S, (x) de k-de partiéle som is van de Fourier-reeks van een

k
funktie f.
Voor ON(X) kunnen we schrijven
N N (T - 1
T + T 1 sin(k+3)u
op(x) =g L S () =g L o5 | flxgru) oy 4
k=0 k=0 2 sin =
— TV 2
N
) sin(k+3)u
1 K : ) k=0
— , .
N+ 1) f XO U 3 du
2 sin =<
- T " 2
Men gaat gemakkelijk na dat
cos(t+a) - cos(t-a) = =2 sin t sin a.

Nemen we 1n deze formule achtereenvolgens

- 3. 2 2N+ 1 - L
t = 5 2 5 Us 5 Mo ooos 5 U en steeds a > dan vindt men door
optelling dat
u N
cos (N+1)u - 1 = =2 sin-E' E sin(k+3)u.
k=0

Voor o..(x) kunnen we dus schrijven

N
T
1 1 1 = cos(N+1)u
0. .(x) = ——c f(x +u) —— , ———————— du
e TT o 2
. N+1 po
1 T sin =5~ u
S (N+1) J flxgru)l — u )
- sin 3
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Nemen we voor f de funktie die constant 1 is, dan 1s het zonder

meer duidelijk dat o _(x) = 1 voor alle N ¢ N, met als gevolg

N

: N+ 1 2
: m osin /- u
o N+ 1) { — } du=1, (N e IN)
o sin 3

Stelling. Als f in het punt x_. continu 1s dan geldt

0

1im ON(X.

N->c0

O) = f(xo).

Bewijs: Uit het voorgaande leidt men moeiteloos af dat

: m sSin Ng1.u . .
UN(XO) - f(xo) = Sn(ms1) j {f(xo+u) - f(xo)}{ —— )} du =
- sin =

: =0 Q ™o
T on(N+1) { J " J ¥ J J
- -3 O

Hierin fixeren we § zodanig dat

If(XO"‘u) - f(xo)l < 'g" voor alle |u| < &, (0 < & < m).

De middelste integraal is dan in absolute waarde

€ . N+1T
> (§ sin —5—u . = 'rrsinNHu 2
-8 2 B )
T

en de overige (in absolute waarde)



o

T Siln Eil'u 2
oM 2
= 2m(N+1) J { 3in = / e
O 2
m
2M . 1
= on (N+1) J g du L
§’ (sin '5)
M l
<Tmey T T
2
< M T
N+ 1 ( s 0,2
sin 3
waarbij M = sup |f(x)].

xel-m,m]

Voor voldoend grote waarden van N geldt dus

|oN(xO) - f(xo)l < g, Q.E.D.

Gevolg: Als f continu 1s 1in Xy en de Fourierreeks van f conver-

geert in dit punt dan heeft deze Fourier-reeks in x. de som f(x,.).

0 0

Bewljs: Gegeven 1is dat lim.Sn(xO) bestaat.
117>

Noemen we de waarde van deze limiet L dan moeten we aantonen dat

L = f(xo). Omdat Sn(xo)+ [ voor n - «,convergeert ook dn(xo)naarL
(ga dit na). Op grond van de vorige stelling weten we reeds dat
on(xo) +-f(xo) voor n - «, Daar on(xo) hoogstens één limiet kan
hebben volgt hieruit dat L = f(xo).

Opgave: Toon aan dat Un(x) op [-m,m] uniform naar f(x) convergeert
als f continu (en dus uniform continu) is op dit interval.

Leid hieruit af dat een funktie die continu 1s op een interval
[a,b] zich & -nauwkeurig door een polynoom laat benaderen; anders

gezegd:



(D

bij elke € > 0 is een polynoom Pg(x) te vinden zodanig dat

f(x) - Ps(x)l < £ voor alle x € la,bl.

Dit is de z.g. approximatiestelling van Welerstrass.

Het verschijnsel van Gibbs.
Men gaat gemekkelljk na dat, als

m < f(x) <M, voor alle x ¢ [-m,m]

e 2B

ook geldt dat

m < On(x) < M, voor alle x € L-m,m] en alle n € WN.

Het gedrag van de funktie Sn(x) kan daarentegen 1n dit opzicht

sanzienlijk afwijken van dat van on(x) . De grafiek van S (x) kan
n

nogal builten de grenzen van f(x) uitschieten. We zullen dit meer

in detall laten zien voor de funktie f die als volgt gedefinieerd 1s

0= 0 wegens




We vinden dus:

oo

z sin K x M=X

k=1

. S s (0 < x < 21).

Van deze Fourier-reeks bekiljken we de partiele som:

D2k I X
Sn(x)= z =2 B R o Z Jcoskudu':
= ]
O

1 k=

X n X X Il
L Z cos k u)du = -3 | du + _ (3 + Z cos k u)du =
5 0 k=1

|

u

2 sSin >

. . 2 .
Nemen we hierin x = — (waarom?) dan 1is
T
2 (1 T | sin t
' = - . + |
Sn(2n+1 ) 2n+1 2n+ J in. € e,
0/ = on+1

waarult men gemakkelijk afleidt dat

11im S

1>

LI .

2T . sin t

0 GaEr) T J at.
O

™,
.Nu 1s J Sli L it = 1,85 ... en £(+0) = g'ﬁ 19D ooy
0

zodat de grafiek van Sn(x) voor grote waarden van n aanzienlijk

buiten de grenzen van f blijft uitsteken.

Integratie van Fourilier-reeksen

Z1J £ : R >~ R periodiek met periode 21 en 1ntegreerbaar over
["‘"‘Tr ,']T] o
Zuiver formeel kunnen we van zo'n funktie de Fourier-reeks
beschouwen:

%0

f(x) ~-§“-+ kz1 (ak cos kK x + bk sin k x).



termsgewijze integratie overgaat in een gelijkheid:
X

2
J f(x)dx = 2 1 <

xomxy) ) (e k " k

ao 00 sin kx_ -sin kx cos kKx.-cos kx
2

*

voor alle X, X, € R.

Bewli)s: We definié€ren F : R - R als volgt

a,

X
F(x) = { f(t)dt ~-§g'x, (x € R).
T

T, '

Het 1s duidelijk dat F continu is op geheel R.

Verder is F op elk eindig gesloten interval van begrensde variatie

(vergelijk vraagstuk 150) hetgeen direct is in te zien door te

schrijven:

F(x) = - -2-'9- X + Jx.l_f;(_@_)i_t_i_ﬁ_’?_) s - [LEG)] - (%)

5 ~ ' dt.
. .

Bovendien is F periodiek met periode 27.

Immexrs

X+2T ao
Flx + on) = J Plt)at - =2 (x + on) =
-Tr

2
- X+ o
= ( f(t)dt + J f(t)dt - -59- (x + 211) =
-0 X
X+2m aO
= F(x) + J f(t)dt - 5 . 2m = F(x)
X

1)
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R 1 (" sin kx
Ak.~¥. F(x)cos kx dx = = [ F(x) d-HMjEWmam
1T -
ITT fm
1 sin kX 1 sin kx
-_— —— - — ————————— d | -
m F(x) k | o k Flx)
- TT """TT‘J
T .
— __1_ { s1in KX dF(X) —
n K
—1T
Ll Z)
B T ( 0 3
= -~ | sin kx (f(x) - 5 )dx =
— T *
&l b
_ 1 - _ K
= - J f(x)sin kx dx = - -
—TT
1 (" 1 [ —cos kx
en B = o F(x)sin kx dx = - F(x)d,““mmgfﬂ-m
v T ¢ "'"'FTJ
m -
_ 1 -c0s kXx 1 -C0S kX
= F(x) ” - = . dF(x) =
-1
uuT[’d
m a,
1 0. _ %
= cos kx(f(x) - 5 )dx = ”

waarbi] a, en b. de Fourier-constanten van f zign.

k
We hebben dus aangetoond dat voor alle x € R geldt
A co b
F(X) m"""‘g"*‘ }: (-*‘*‘K"COS kx + — sin kx).
2 k Kk
k=1
Hieruit wvolgt:
5 . %k “x
- = - — - + — (g1ir - o1
F(xz) F(x1) k£1{ = ( cos kx2 coS kx1) - (SLnikxz 51nkx1)}
= %5 *5
= z (ak cos kx dx + b, sin kx dx).
k=1 _ .
* 1
Voor F(xz) - F(x1) kunnen we schrijven
e 2, *1 a
—— = — — — e o =
F(xz) F(x1) J f(t)dt 5 X, [ f(t)dt 5 X
< - ~T
f 2 &
= £(t)at - 5= (%, - X, )
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Samenvattend

geldt dus voor alle X X, € R

(e.K cos kx + b, sin kx)dx.

k

Voor een geg:e

ven lntegreerbare funktie f : [-m,m] > R proberen we

de coefficienten in Tn zodanig te bepalen dat

. 2
. Sin kx dx)
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m
wegens J cos kx sin 1lx dx = 0 als k # 1.

e > (m >
Daar cos kx dx = sin kx dx = 7, kunnen we dus schrijven
J J
— T —Tr
(" .
— {f(x) - T (x)}~ dx =
m N
—TT
m az 9
| [ 2 0 D .
— i <+ — -+ - -
= (x) dx [(2 aoao) RZ1 {(ock 2ukak) + (Bk 28, 1
.—-"[T -
1 (T o . >
= — f + [32 - - +
- J (x) dx + [2{(a, - a,) e
-1
o > > > >
D O R At
Hieruit leest men direct af dat
" >
( {f(x) - Tn(x)} dx
-
minimaal wordt voor ak = ak en Bk = bk' Substitutie van deze
coefficienten levert dan
i a2 n
1 {7 2 =0 D D
e - —— | -+ —
= f~(x) dx { 5+ k§1 (ak 'bk)}
-7

il
='%'J {f(x) - Sn(x)}2 dx;=%- {f(x) - Tn(x)}2 dx

e TT -1

voor elk trigonometrisch polynoom.Tn(x) van de orde n.

™
, 2 _ :
Aangezilen J {f(x) - Sn(x)} dx > 0 vinden we

-0

k

) }]



Daar het rechterlid niet van n afhangt kunnen we zelfs concluderen

tot de z.g. '"ongelijkheid van Bessel'':

De volledigheidsrelatie van Parseval.

Stelling: Als f: [-m,7] > R integreerbaar is dan geldt

©0 (
+ Y (a5 + 12) = J—J £°(x) ax,
o= 1 Kk ]

(0
mio N

k
-1

waarbi]j a, en bk de Fourler-constanten van f zijn.

BewiJs: Daar f integreerbaar is kunnen we bl] een gegeven € > 0

een verdeling van L-m,m] vinden zodanig dat de bijbehorende boven-
en ondersom hoogstens = . i van elkaar verschillen (M = supl £(x)]|).

funktie ¢z—:(x> geconstrueerd kan worden zodanig dat

ICbE(x)I X M voor alle x € [-m,m] en

-1

Deze continue funktie ¢€(x) kan op haar beurt door haar eigen

Féjer~sommen cn(x) zodanlg worden benaderd dat
. /€
|¢€(x) ~ Gn(X)I <Vz

voor alle x € L-m,nm] en allen > N

m >
Hieruit volgt dat



2
m a N
1 O 2 2
Of..."T}'J f(x) dx--{---é--i- 21 (ak+'b)}=
—TT =
1 " D
= — J {f(x) - Sn(x)} dx < (Sn(x) 1s een partiéle som van de
o Fourier-reeks van f)
1 (" 2
=7 { {f(x) - On(x)} dx = (Gn(x) 1s een trigonometrisch
o polynoom van de orde n)
1 (" .
= L[ 000 - 0 0 + o () = 0 ()2 ax =
-1

ﬂlj {(£(x) = ¢_(x)}° ax +

€

+
3 |
N——
=

LM
> m
- -

1 JE2 _ &g &g  E
+ ml 21 o ( 6) < 6-l-3+ 3

waarmee 1s aangetoond dat

< € voor alle n > N ,

{e(x) - ¢ (x)}{cbe(x) - o (x)} dax + — j {o_(x) - crn(x)}2 dx

i i
<27 et - o 0] ax B[ 2o - g (0] ax +

E

. .
a n (T

lim {— + ) (aﬁ + b)) =L £°(x) ax
2 “ k (I

n->oo k=1

=1

of

32 00 1l

0 2 .2y _ 1 2

5+ ) (ak-lhbk)”'nj £7(x) dx.
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Gevolg. Als de funkties f en g integreerbaar zijn over [-m,m] dan

geldt

QO

. i a_&a
— | fx) glx) dx =

+ Z (a 2 + b b*)
W k k k k

lil

o . g e
de Fourier-constanten van f en de ak en b. de

waarbli] de 8, en b "

k
Fourier—constanten van g ziJjn.

* *
Bewlijs: De Fourier-constanten van f+g zijn 2, * & _ en bk + bkf

Volgens Parseval 1s dus

(T 5 (a _+a
- {f(x) + g(x)}"™ ax

~-Tr

{(ak+a;)2 + (bk+b;)2},

il
O
O
+
I 0~ §

waarult men met behulp van de relatie van Parseval voor f en g on-

middellijk het gestelde afleidt.

De maximalitelt van het stelsel {1, cos x, sin X, COS 2X, SIN 2X,e0. ).

De ruimte ¢ definieren we als de verzameling van alle integreerbare
funkties f: L=7,7] > R.

Door te definieren

(f+g)(x) = f(x) + g(x) voor alle x ¢ [-m,m]
en
(A.f)(x) = A.f(x) voor alle x € [=m,7] en alle A € R

wordt & een linealre ruimte over R.

Definiéren we bovendien

(f,g) = J f(x) g(x) dx

il

dan wordt ¢ een reéle lineaire ruimte met inwendig produkt (ver-

gelijk ZC 80/T71), als we tenminste funkties f en g 1dentificeren als

J {f(x) = g(x)}2 dx = 0.

=T
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In deze ruimte 1s

d : , ,
B gt {1,cos x,81n Xx,cos 2x,sin 2X,...}

een orthogonaal stelsel:

(b b2) = 0 voor alle b..b. € B met b1 £ b

1°? 1272 2"
We zullen aantonen dat B een maximaal stelsel is3; d.w.z. B kan

alleen met de 0 € ¢ worden uitgebreid tot een groter orthogonaal
stelsel.

Bewlijs: ZijJ B u {¢} een orthogonaal stelsel voor zekere ¢ € &. Dan

is (¢,b) = O voor alle b € B. Dit heeft tot gevolg dat alle Fourier-

constanten van ¢ gelijk aan nul zijgn. Volgens Parseval moet dan

gelden

al

$°(x) dx = 0,

=T

zodat ¢ een nulfunktie (= een met 0 € ¢ geldentificeerde funktie)

moet zijn.

Opgave: Toon aan, zonder gebruik te maken van de relatie van
Parseval, dat B niet met een continue (¢ # O' kan worden uitgebreid

tot een groter orthogonaal stelsel.

Een convergentie stelling voor trigonometrische reeksen

Stelling. Als de ri] 8458538350« monotoon niet-stijgend naar O

convergeert dan convergeert de reeks

Z 2, sin kx

k=1

voor elke x € R.

Deze stelling zal blijken een bijzonder geval te ziljn van de volgende.
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o

Stelling: De reeks Z akBk 1s convergent zodra aan elk der volgende
k=1
voorwaarden 1s voldaan:

1) e 2oy

k| < G voor alle n € N en zekere constante G,
Bewli])s: We bewljzen deze stelling door met behulp van partiele
sommatlie aan te tonen dat

n+p

| ) o B | <e voor allen > N_.
k=n+1 KK y

We schrijven B. = 0Oen B, =B, + B, + ... + B, 3 dan 1is

n+p n+p
) a B = ) o (B -B
=n-+ k=n+1

—”
Il

n+§w1
= ~-q, B + B. (o, =o ) + o R
n+l n Y k" k k+1 n+p n+p

en dit is in absolute waarde (wegens 0

) + o G =

n+§~1
< o G + G.(ak“ak+1 n+p

= n+1 e=nt

= 2G & 4q < E als n maar groot genoeg is.

oo

Volgens Cauchy 1s de reeks E akak dan convergent.
k=1
Om de eerstgenoemde stelling te bewijzen is het voldoende aan te

tonen dat bi) vaste x € [0,7] geldt

Il

| }: sin kxl < G voor alle n € en zekere G .
k=1 * X
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Voor x = 0O en Xx =17 is dit triviasal (neem.Gx = Q). We nemen daarom

een X tussen 0 en .

Men toont gemakkeliljk aan dat

&

n cos = - cos(n+3) x

2 sin kx = =

— . ..].'..{..
k=1 2 sin >

en 1n absolute waarde is dit

énwmwgwwm-m 1 als 0 < x < .,
2 sin = sin =
2 2
n
Bij vaste x € [-m,m] is ) sin kx dus begrensd. 0.E.D.
k=1

Q0

Opgave: De reeks Z ak cos kx 1s op 0 < x < m convergent als de
k=1

ril] &, monotoon tot 0 nadert.

% )

Tonfdstuk 3. De Fourier-transformatie.

7ij de funktie f: R > R (of f: R + C) integreerbaar over elk eindig

gesloten interval en bovendien van dien aard dat

<400
J | £(x)]| ax

e OO0

een convergente (oneigenlijke) integraal is.
De i1ntegraal

00 ,
J ethl f(x) ax

e OO

is dan ook (absoluut) convergent voor elke t € R en definieert een

iy,

funktie f: R - C welke de Fourier—getransformeerde van f heet:

oo .

— OO

f(x) dx. (t € R).

*)'Voor zover in het vervolg gebrulk gemaakt wordt van de theorie
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